Agora podemos calcular o vetor de Poynting:
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A distribuicdo angular da poténcia irradiada pode ser obtida da expressao

P25 - SpaadQ = 46723 Exp(t- g)r

Finalmente, integrando sobre todas as dire¢oes do espago, temos a poténcia total emitida pela distribuigao, ou seja,
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onde escolhemos o eixo z ao longo do sentido de P (¢t — Z). Logo,
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Em particular, para uma s6 carga pontual, com trajetéria dada por r (¢), o momento dipolar elétrico é dado por

p(i-7) = (=)



e, portanto,
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ou seja, a poténcia total irradiada por uma particula é proporcional ao quadrado da aceleracao. Essa é a chamada férmula
de Larmor.

Radiacao de fontes localizadas harmonicamente oscilantes

Quando a densidade de carga e a densidade de corrente variam no tempo, podemos escrevé-las como uma superposi¢ao
continua de componentes de Fourier. Vamos, portanto, considerar apenas uma dessas componentes monocromaéticas e
escrever

p(r,t) = Relp.(r)exp(—icot)

J(r,t) = Re[J.(r)exp(—iwt)].

Na auséncia de fronteiras, isto €, no espaco livre, o potencial vetorial no calibre de Lorentz é dado por
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onde V é a regiao do espago limitada onde a densidade de corrente nao se anula. Podemos, portanto, escrever o potencial
vetorial como

A(r,t) = Re{A.(r)exp(—iwt)},
onde
_ 1 3 s Je (I‘/) W ’
A.(r) = E/‘/drmexp(zzh r|)
Com isso, o campo B (r,t) escreve-se
B(r,t) = V X A(r,t)

= V X Re{A,(r)exp(—iwt)}
= Re{[V X A, (r)]exp (—iwt)}
= Re{B.(r)exp(—iwt)},

onde



Da Lei de Ampére-Maxwell segue que

V xB(r,t) = %w,

considerando que o meio seja o vacuo e que ndo ha correntes elétricas no ponto em que calculamos B (r,t). Assim,

% = ¢V X B(r,t)
= ¢V X Re{B.(r)exp (—iwt)}
= Re{c[V x B.(r)]exp (—iwt)}
e, usando o ansatz
E(r,t) = Re{E.(r)exp(—iwt)},
obtemos
%Re {E.(r)exp (—iwt)} = Re{c[V X B.(r)]exp(—iwt)},
isto é,
Re{—iwE. (r)exp (—iwt)} = Re{c[V X B.(r)]exp (—iwt)}.

Como essa igualdade deve ser valida para todo ¢, segue que

c
E.(r) = i—VXB.(r).
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A partir de agora, portanto, podemos nos concentrar apenas no estudo do potencial vetorial complexo, isto é,
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ja que os campos podem ser obtidos através desse potencial vetorial complexo, pois

B.(r) = VXxXA.(r)
e
E.(r) = %v X B (r),
onde definimos, por conveniéncia,
ko= 2
c
O comprimento de onda da radiagao é dado por
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Em termos da distancia a fonte dos campos, r = |r|, e do comprimento caracteristico da fonte localizada, d, ha trés regides
espaciais de interesse: a zona préxima ou estatica, quando

d K€ r<A,
a zona intermediaria, quando

d <€ r~JA
e a zona distante ou de radiacdo, quando

d € AL

Aqui abordaremos apenas a zona de radiacao. Em geral, os campos elétrico e inducao magnética tém termos proporcionais
a todas as poténcias positivas de #~!. No entanto, em uma esfera infinitamente distante da fonte, somente os termos dos
campos proporcionais a ! contribuem com uma energia ndo nula, como podemos ver pela integral do vetor de Poynting
sobre essa superficie. Um elemento de area da superficie é proporcional a 72 e, portanto, somente os termos dos campos
elétrico e inducio magnética proporcionais a r~! contribuem com outro fator 72 no denominador do integrando para
cancelar aquele do numerador. As contribuicdes dos termos de poténcias de ! superiores ndo contribuem para o fluxo
do vetor de Poynting sobre a superficie esférica no infinito. E por essa razio que os termos dos campos proporcionais a
r~1 530 definidos como os campos de radiacdo.
Na integral que da A, (r), vemos que a densidade de corrente, J. (r’), s6 ndo é nula em uma regido tal que
r= < d

de forma que, na zona de radiacao,
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Com essa hipétese, podemos escrever
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Logo, podemos aproximar:

r—r| ~ r—f-r
e, assim,
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aproximamos:
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na integral acima e obtemos
K
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Como 7’ é da ordem de d, na zona de radia¢io temos

d <
isto é,
<
e, portanto, podemos impor
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Logo,
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Radiacao de Dipolo Elétrico ou Radiacao Dipolar Elétrica

Considerando apenas a zona de radiacdo, obtivemos uma expansao aproximada para o potencial vetorial, supondo que o
nimero de onda multiplicado pelo tamanho caracteristico da distribuicao localizada de corrente era muito menor do que
a unidade:

Acr) ~ SRUAT) /V 43’3, (r)

re
i1, &P (k) / & (&) I, (1),
rec v
Quando consideramos apenas o primeiro termo da expansdo acima,
Apg (r) = w /Vd?’r’JC (r').
Da equagao da continuidade temos
V- J(r,t) —6pg’t)
Como
J(r,t) = Rel[J.(r)exp(—iwt)]
e, analogamente,
p(r,t) = Relp. (r)exp(—iwt)],
a equagao da continuidade fornece
V' J. () = iwpe(r).

No entanto, no integrando da integral que da Apg (r) aparece apenas J. (r'), ao invés de V' - J. (r’). Para resolver isso,
consideremos:

onde estamos usando a convencdo de Einstein para somas. Assim, como

VILC; = )A(i,
segue que
J.(') = % (V') -J.(x')
= V' [2J. ()] - %2,V - T (2))
%,V - [20T. ()] - 'V - J. (1)
Portanto,
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Pelo Teorema da Divergéncia de Gauss, a primeira das integrais volumétricas pode ser transformada em uma integral na
superficie S (V), fronteira de V:

/ B’V 213, ()] = ¢ da’ 'a" - J. ().
v 5(V)
Na superficie, fronteira da regiao onde a densidade de corrente nao é nula, porque envolve toda essa regiao,

ﬁ/ 'JC (I‘/)|S(V) == 0,

pois, se a densidade de corrente tivesse uma componente normal & fronteira, entdo, por continuidade, haveria corrente
através da fronteira, o que contradiziria a hipotese de a superficie ser a fronteira da regido onde a densidade de corrente
nao se anula. Logo, na aproximacao dipolar elétrica,

App(r) = _ exp (ikr) / &Br'r'v' - 3. (r')
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isto é,
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onde, como acima,
ko= 2
c

e definimos o momento de dipolo elétrico complexo como
p. = / d*r't’pe (r') .
v

Os campos de radiagao

O campo indugao magnética complexo de radiagdo pode ser obtido a partir de Apg (r), na aproximacao de dipolo elétrico,
através da equacao

Bpe (I‘) = VX Apg (I‘)

e desprezando termos que ndo sejam proporcionais a r~!. Assim,

Bpe(r) = —ikV x Wpc]
— ikp, XV [eXp ff"”)
— ikpo X § 1 OXP (ikr)  exp (;kr)]
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e, portanto,

B3 (r) = ka exp (ikr) .
Da Lei de Ampére-Maxwell, podemos escrever
V XxBpg(r) = —ikEpg(r),
ou seja,
Epgr(r) = éV X Bpg (r)
e, assim, o campo elétrico de radiacao fica
() = 1V xBEL()
= ikV X d tpc exp (zkr)}
= 1kV X >;2pc exp (zkr)}
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Mas,
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Logo,
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onde desprezamos o termo proporcional a r~2. Definimos o campo de radiacdo dipolar elétrica como

2 8XP (ikr)
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